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筆答専門試験科目（午前）         2024 大修 

  システム制御系（数学）         時間 ９：３０～１１：３０ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

注意事項 

 

1. 問題 1から問題 4 まで，すべてについて解答せよ。 

2. 解答始めの合図があるまで問題冊子を開かないこと。 

3. 解答は問題ごとに別々の答案用紙に記入せよ。 

各答案用紙の裏面も解答に使用してよいが，ひとつの問題は 1枚に収めること。 

4. 解答開始の合図があったら，各答案用紙の受験番号欄に受験番号を，解答欄左上にその 

答案用紙で解答する問題番号を，試験科目名欄に科目名「システム制御系（数学）」を 

記入せよ。なお，答案用紙に氏名は書かないこと。 

5. 提出時には，答案用紙を使わなかった分も含め全て提出すること。 
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（このページは落丁ではありません。問題は次ページ以降に記載されています。） 
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問題１ 

 

問１ ３次元空間に直交座標系 𝑂𝑂 -𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  をとる。  𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2 ≤ 1,   0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1    で定められる

領域𝑉𝑉の表面を𝑆𝑆とする。 ベクトル場 𝑨𝑨 が 𝑨𝑨 = (𝑥𝑥, 𝑥𝑥, 0 ) で与えられる場合に次式の

𝑆𝑆上における法線面積分𝐼𝐼𝐴𝐴を計算せよ。 

𝐼𝐼𝐴𝐴 = � 𝑨𝑨 ⋅ 𝑑𝑑𝑺𝑺
𝑆𝑆

 

ただし，面積要素ベクトル𝑑𝑑𝑺𝑺は領域𝑉𝑉の外向きを正とする。 
 
問２ ３次元空間に直交座標系 𝑂𝑂 -𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  をとる。  𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1    で定められる

領域𝑉𝑉の表面を𝑆𝑆とする。 ベクトル場 𝑩𝑩 が 𝑩𝑩 = (𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥)で与えられる場合に次式の

𝑆𝑆上における法線面積分𝐼𝐼𝐵𝐵を計算せよ。 

𝐼𝐼𝐵𝐵 = � 𝑩𝑩 ⋅ 𝑑𝑑𝑺𝑺
𝑆𝑆

 

ただし，面積要素ベクトル𝑑𝑑𝑺𝑺は領域𝑉𝑉の外向きを正とする。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（問題１終わり） 
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問題２ 

 
問１ 𝑥𝑥 = [𝑥𝑥1,𝑥𝑥2]𝑇𝑇 ∈ ℝ2として，𝑥𝑥1-𝑥𝑥2平面上に定義されるスカラー場𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑇𝑇𝑃𝑃𝑥𝑥とベク

トル場𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑥𝑥を考える。ここで，𝑃𝑃 = � 7 √3
√3 5

�，𝐴𝐴 = � 0 1
−1 −√3�である。 

 

(1) 𝑃𝑃の固有値と，それぞれの固有値に対応する固有ベクトルを求めよ。なお，固有ベクト

ルは大きさ 1として正規化せよ。 

(2) 𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 8を満たす𝑥𝑥の集合を𝑥𝑥1-𝑥𝑥2平面上に描け。このとき，(1)で求めた固有ベクトルも

あわせて図示せよ。 

(3) ベクトル𝑓𝑓(𝑥𝑥)はつねに𝜙𝜙(𝑥𝑥)が減少する方向に向いている。このことを示すために，原点

を除く任意の𝑥𝑥 ∈ ℝ2で𝜙𝜙(𝑥𝑥)の勾配ベクトル�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑇𝑇
とベクトル𝑓𝑓(𝑥𝑥)のなす角度が 

𝜋𝜋
2
 

よりも大きいことを示せ。 

 

問２ 歪対称行列𝑃𝑃 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛を考える。歪対称行列とは，𝑃𝑃𝑇𝑇 = −𝑃𝑃を満たす行列である。 
 
(1) 歪対称行列の対角成分は 0 であることを示せ。 
(2) 𝑛𝑛が奇数のとき，歪対称行列の行列式は 0 であることを示せ。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（問題２終わり）  
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問題３ 

 
問１ 非負の連続で独立な確率変数𝑋𝑋, 𝑌𝑌を考え，それぞれ以下の確率密度関数𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥),

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑥𝑥)に従うとする。 
𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑥 , 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 ,     (𝑥𝑥 ≥ 0,𝑥𝑥 ≥ 0) 

ここで，𝜆𝜆 > 0とする。 
 

(1) 確率変数𝑋𝑋のモーメント母関数𝑀𝑀𝑋𝑋(𝑡𝑡)が次のように表されることを示せ。ただし，

𝑡𝑡 < 𝜆𝜆である。 

𝑀𝑀𝑋𝑋(𝑡𝑡) =
𝜆𝜆

𝜆𝜆 − 𝑡𝑡
 

(2) 確率変数𝑋𝑋の平均𝜇𝜇𝑋𝑋と分散𝜎𝜎𝑋𝑋2を求めよ。 
(3) 確率変数𝑋𝑋と𝑌𝑌の和の確率変数𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌を考える。この確率変数𝑍𝑍のモーメント母

関数𝑀𝑀𝑍𝑍(𝑡𝑡)を求めよ。 
(4) (3)で求めたモーメント母関数𝑀𝑀𝑍𝑍(𝑡𝑡)を利用して，確率変数𝑍𝑍の平均𝜇𝜇𝑍𝑍と分散𝜎𝜎𝑍𝑍2を求

めよ。 
 

問２ 下図に示す 1 入力 2 出力のシステムを考える。 

 

このシステムにおいて，𝑁𝑁組の入出力データ{(𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑣𝑣𝑖𝑖 ,𝑤𝑤𝑖𝑖)|𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑁𝑁}が得られた。 
このデータを利用し，最小二乗法により入出力関係を次式で回帰することを考える。 

𝑣𝑣 = 𝑎𝑎𝑢𝑢 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏,  𝑤𝑤 = 𝑎𝑎𝑢𝑢2 − 2𝑎𝑎𝑢𝑢 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 
 

(1) 𝑣𝑣の残差の二乗和𝐸𝐸𝑣𝑣および 𝑤𝑤の残差の二乗和𝐸𝐸𝑤𝑤を示せ。 
(2) 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑣𝑣 + 𝐸𝐸𝑤𝑤を最小化するパラメータ𝑎𝑎, 𝑏𝑏は，下記の連立方程式を解くことにより求めら

れる。入出力データ{(𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑣𝑣𝑖𝑖 ,𝑤𝑤𝑖𝑖)|𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑁𝑁}を用いて，𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂を表せ。ただし，

𝛼𝛼𝛽𝛽 − 𝛾𝛾2 ≠ 0とする。 

�
𝛼𝛼 𝛾𝛾
𝛾𝛾 𝛽𝛽� �

𝑎𝑎
𝑏𝑏� = �𝜉𝜉𝜂𝜂� 

 
 
 
 

（問題３終わり）  
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問題４ 

 
２つの実関数 𝑥𝑥1(𝑡𝑡)および 𝑥𝑥2(𝑡𝑡)に関する次式の連立微分方程式を考える。 
 

𝑑𝑑𝑥𝑥1
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑥𝑥1(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥22)− 𝑥𝑥2  

𝑑𝑑𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑥𝑥2(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥22) + 𝑥𝑥1 

 
ここで，𝑎𝑎 は実定数とする。極座標変換 𝑥𝑥1 =  𝑟𝑟 cos𝜃𝜃, 𝑥𝑥2 = 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃 を考え，𝑡𝑡 ≥  0 およ

び 𝑟𝑟(𝑡𝑡)  >  0 として，以下の問に答えよ。 
 
問１ 𝑟𝑟(𝑡𝑡) および 𝜃𝜃(𝑡𝑡) がそれぞれ次式の微分方程式に従うことを示せ。 

 

𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑟𝑟(𝑎𝑎 − 𝑟𝑟2)  

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 1 

 
問２  𝑎𝑎 < 0 とする。  
 

(1) 初期条件 𝑟𝑟(0) = √−2𝑎𝑎 のもとで問１の 𝑟𝑟(𝑡𝑡) に関する微分方程式を解け。 

(2) 連立微分方程式の解 𝑥𝑥1(𝑡𝑡) および  𝑥𝑥2(𝑡𝑡) に対して，𝑡𝑡 を 0 から∞ まで連続的に変化

させたとき，(𝑥𝑥1(𝑡𝑡), 𝑥𝑥2(𝑡𝑡) ) は  𝑥𝑥1 -𝑥𝑥2平面上に軌跡を描く。𝑟𝑟(0) = √−2𝑎𝑎  および 
𝜃𝜃(0) = 0  を満たす初期条件のもとで，この軌跡が 𝑡𝑡 → ∞ のときに漸近する集合 𝐴𝐴 
を 𝑥𝑥1- 𝑥𝑥2 平面上に図示せよ。 

 

問３ 𝑎𝑎 > 0 とする。 
 

(1) 初期条件 𝑟𝑟(0) = √2𝑎𝑎  のもとで問１の 𝑟𝑟(𝑡𝑡)  に関する微分方程式を解け。ここで，

任意の 𝑡𝑡 ≥  0 に対して，𝑟𝑟(𝑡𝑡) >  √𝑎𝑎 が成り立つことを利用して良い。 

(2) 𝑟𝑟(0) = √2𝑎𝑎  および 𝜃𝜃(0) = 0  を満たす初期条件のもとで，連立微分方程式の解 
(𝑥𝑥1(𝑡𝑡), 𝑥𝑥2(𝑡𝑡) ) が描く軌跡が 𝑡𝑡 → ∞ のときに漸近する集合𝐵𝐵を 𝑥𝑥1 - 𝑥𝑥2  平面上に図示

せよ。 

 

（問題４終わり） 


